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Résumé

Les transformateurs de prédicats ont été introduits par Dijks-
tra et ont permis de fonder la théorie des preuves de programmes
et la théorie de I'affinement des systémes d'actions. Ce texte ana-
lyse le lien existant entre les transformateurs de prédicats et les
systemes d'actions affinés. Les hypotheses d'équité sont prises en
compte et une uniformisation de la présentation permet de démon-
trer le lien fort entre le raffinement d'actions ou de programmes
et le raffinement logique.
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1 Introduction

La transformation de programmes recouvre des aspects multiples
mais il s’agit de donner une version s'appuyant sur des notions séman-
tiques claires et rigoureuses. Un programme est une entité formelle
ayant des propriétés qui la distinguent des autres textes formels que
sont les formules d'un langage logique. Ce document traite de l'ana-
lyse de textes formels qui sont soit des programmes, soit des formules,
soit un mélange des deux. La question fondamentale est de donner un
cadre rigoureux a la notion de transformation de programmes. Rappe-
lons que de telles transformations existent déja notamment dans le cas
de techniques de compilations par exemple. Un compilateur transforme
un texte formel en un autre texte formel: la relation entre les deux
textes garantit la conservation des propriétés. Partant de ce constat et
de cette propriété minimale, nous fondons les transformations de textes
sur I'idée de préservation de propriétés. La question est alors de définir
un langage de propriétés et de lier les propriétés aux programmes.

La transformation de programmes est souvent appelée raffinement
de programmes, ou encore, affinement de programmes. Le mélange de
textes de différente nature comme les programmes et les spécifications
a conduit a différentes approches. Le calcul du raffinement de Back et
all [3, 4, 5, 28] consiste a définir une relation de raffinement sur les
programmes ou actions et a intégrer les spécifications pré-post comme
des actions particulieres. L'approche suivie par Lamport [13, 14] avec
TLA consiste a considérer tout programme comme une formule tem-
porelle particuliere: en fait, tout texte est une formule de logique tem-
porelle et le raffinement est la relation de déduction sur les formules
de la logique. Enfin, I'approche UNITY [11] est hybride aux deux précé-
dentes car il y a deux phases successives: une premiere phase consiste a
construire un premier ensemble d’actions & partir du raffinement d'une
spécification temporelle et une seconde phase consiste a raffiner les
programmes a l'aide de transformations appelées superposition

Les propriétés des programmes sont de différente nature et reposent
sur des sémantiques différentes et ne décrivant pas toujours la méme
idée sous-jacente. Deux classes de propriétés sont principalement vi-
sées dans notre travail. D'une part, les propriétés d'invariance ou safety
et, d'autre part, les propriétés de fatalité. Une propriété d'invariance
exprime le fait que rien de mal ne peut arriver mais il est clair que,
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si rien n'arrive dans un systeme, alors les propriétés d'invariance sont
satisfaites. La propriété de fatalité exprime qu’'une propriéteé finit par
étre satisfaite au cours du calcul et ce type de propriété est tres difficile
a démontrer, puisqu’elle repose généralement sur la découverte de rela-
tion dite bien fondée. Les logiques temporelles [15, ?] permettent d’ex-
primer ces différentes propriétés et conduisent a la mise au point a la
fois de méthodes de spécification comme TLAT [14], a des méthodes de
vérification et a des méthodes rigoureuses de construction [11]. L'émer-
gence de ces logiques et systemes formels a conduit naturellement des
expérimentations sur les outils permettant d’aider au mieux l'utilisa-
teur dans ses recherches de preuves. Un certain nombre de travaux
ont conduit a une mise en ceuvre d'outils interactifs d’aide a la preuve
pour des logiques assez puissantes et pour des besoins plus ou moins
industriellement applicables. La méthode B [1], par exemple, fournit a
I'utilisateur un cadre rigoureux de développement de programmes en
se fondant sur la notation AMN et sur la démarche du développement
pas-a-pas par preuve d'obligations afin de maintenir un invariant ou
de le renforcer: I'Atelier B [2] aide l'utilisateur a développer ses ma-
chines abstraites, en lui résolvant la preuve de certaines preuves par
le biais d'un prouveur astucieux et modeste [9, 8, 7]. Cette méthode B a
I'avantage d’avoir été utilisée par un vrai milieu industriel soucieux de
fournir un sécurité a dans leurs produits. Nous aurions pu citer aussi la
méthode Z ou la méthode VDM qui sont des méthodes de spécifications
fondées sur les mémes idées que B mais B est une méthode plus large
au niveau du logiciel. La limitation de B concerne le type de propriétés
concernées car seuls les invariants sont considérés et une preuve de
terminaison est nécessaire pour le raffinement d'une opération a l'aide
d’'une itération.

Notre démarche consiste a mettre en avant la thése suivante: Un
texte (programme ou spécification) est affiné en un texte Q (programme,
spécification), si toute propriété de P est une propriété de Q. Cette thése
repose sur la définition de ce qu’est une propriété et sur le lien entre
une propriété et un texte. Notre document montrera que ce lien repose
sur des systemes formels et sur des transformateurs de prédicats et
nous envisagerons les limites de notre approche.

Le document est organisé selon les sections suivantes. Une section
introduit la terminologie relative a la sémantique des langages, leur
syntaxe et les propriétés de programmes et décrit les transformateurs
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de prédicats. La section suivante montre comment ces transformateurs
aident a la construction de systémes de preuves sémantiquement com-
plets et corrects. Une section montre les applications au cas de I'affine-
ment de programmes fondé sur les transformateurs de prédicats.

2 Transformateurs de prédicats

Cette section vise a rappeler des résultats que nous avons obtenus
dans le passé et a montrer comment se situe la thése que nous défen-
dons au travers de ce document mais aussi des autres documents pré-
sentés. Nous rappelons les notions d’action et de programme et nous
fixons ces notions syntaxiquement et sémantiquement. L'affinement de
spécifications et de programmes est lié a cet aspect.

Définition 1 Syntaxe et sémantique des actions
Soit £ un langage de formules (langage des prédicats du premier
ordre avec sortes). Soit A le langage des actions.

— Pour toute action « de A et pour toute formule ¢ de £, c e p € L et
a e p est la plus faible précondition de ¢ par rapport a « (incluant
a la fois la terminaison et la correction partielle).

- A est inductivement défini pour sa syntaxe et sa sémantique selon
les cas suivants:

X = E) e plefa]

(
(a~g) e D gA(ae)] Vg Ay
( )

Hlgn(aep)

1
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3

4. (g—=sa)epZg= (aeyp)
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| (op) est un combinateur associé a une combinaison logique. La
signification de a e ¢ inclut I'absence d’erreurs a I'exécution et nous
pouvons définir une condition d’activation pour chaque action A par

cond(«) “ qetrue. La signification d’'une action « est donnée relative-
ment & un langage de formules, £, mais l'interprétation du langage £
est supposée clairement établie. Afin d’aider l'utilisateur dans sa tache
de développement d’'une preuve, nous avons développé un environne-
ment de preuves de propriétés de programmes dans le cadre d’'un pro-
jet en collaboration avec le CNET[24, 25, 22]. La codification du sys-
teme avait été réalisée a I'aide du prouveur générique Isabelle de Paul-
son [30]. Une autre expérimentation nous a conduits a développer un
assistant a la preuve pour UNITY mais dans le prouveur B [9, 8, 7].
En relation avec la notion d’action, Lamport [12] considere une action
comme une relation entre des variables et la version primées de ces
variables; il interdit gu’une action soit I'identité puisque ce cas est ré-
servé au bégaiement. On peut effectiveement lier cette approche a la
ndtre mais nous avons remarqué que la profusion des systéemes d’'ac-
tions méritait une unification des écritures. Ainsi, une action ou une
opération au sens de la méthode B est exécutée si la précondition est
vraie sinon il ne se passe rien. La garde des systemes d’actions de Back
conduit & un miracle possible et, en fait, il s’'agit d'une implication au
sens de la garde. Ces différences sont tre s importantes lorsqu’on traite
un exemple et que les systémes peuvent se bloquer. La correspondance
entre la sémantique opérationnelle et la sémantique par wp des actions
est donnée par la propriété suivante de M. Bonsangue et J.N. Kok [6].

va'e S ({z] a {z]) = »(2)
Propriété 1 Leta € Aand p € L. (aop) = | A

Ja’ € S {z]} o {z]}

Ce résultat nous conduit & montrer les lien entre la définition des
actions par leur sémantique par wp et I'approche relationnelle de Lam-
port dans TLA*. Mais, nous devons d'abord construire la classe des
programmes. Un programme est un ensemble d’actions exécutées selon
une politique d’'ordonnancement choisie comme une hypothese d’équité
portant sur les traces et pas seulement sur les états seuls.

Définition 2 Syntaxe des programmes
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Soit A la classe des actions. Un programme sur A est défini par une
structure (Dee, Init, Act, Pol):

1. Dec est une liste de déclarations de la forme z : type,.

2. Init spécifie les conditions initiales des variables.

3. Act est un ensemble fini d’actions de la forme {a; ... a,}.
4

. Pol est une indication de la politique d’'ordonnancement choisie
(équité globale, justice, équité)

La classe des programmes est P et un programme individuel est
noté par la métavariable r, =y, ..., 7., #’. © est canoniquement repreé-
senté par (Dec(r), Act(r), Pol(n)). La classe des programmes UNITY
est incluse dans cette classe de programmes, en précisant que les ac-
tions sont choisies selon un critére de choix juste. Les calculs sont défi-
nis comme des transformations d’actions sur les variables e I'ensemble
des traces satisfaisant Pol(r).

Définition 3 Sémantique opérationnelle des programmes

La sémantique opérationnelle de = dans P est une structure O(r)
définie par
(I} a {[l} : @ € Act(m)}, Init,, Trace(X,, Act(r), Pol(x))) where

- XY, = Dec(r) — M(x), (M(x) désigne les donnees de r)
- pour toute a € Act(x), {} a {} = {(0,") € (£,)? : (a » {o'})(0)}
- (0y)iew € Trace(X,, Act(r), Pol(x)):

1. o9 € Init,

2. Vi €w:da; € Act(r) : {lo]} ai {{oi]}
3. (01)iecw satisfait Pol(r)
Puisque nous pouvons lier la sémantique d’'une action avec une pré-

condition et la sémantique relationnelle d’'une action, nous pouvons
définir une sémantique fondée sur la notion de précondition pour un



programme =. La motivation principale de ce choix réside dans la défi-
nition de la notion d’affinement selon Back [3, 4], puisque un transfor-
mateur de prédicat associe a un programme une assertion et le raffine-
ment est exprimé sous la forme d’une déduction. Une sémantique par
trasnformateur de prédicats pour une programme = de P est constituée
des éléments ci-dessous.

Définition 4 Sémantique par wp des programmes

Une sémantique par transformateur de prédicats pour un programme
7 de P est une collection de transformateurs de prédicat, {o;e : a; €
Act(m)}U{re}, une collection d’hypotheses pour =, {Init,, T'erm,, Block,},
et une théorie 7'h for =:

1. Init, speécifie les conditions initiales de .
2. Term, spécifie les conditions terminales de .

3. Block, speécifie les conditions de blocage pour .

La relation entre la sémantique opérationnelle des programmes et
la sémantique par transformateurs de prédicats n’est pas toujours fa-
cile a démontrer. L'existence de transformateurs de prédicats repose
sur leur construction effective a partir de la sémantique opération-
nelle [29, 16, 17, 18, 10]. Nous utiliserons la notation suivante pour dé-
signer la sémantique par wp du programme = : PT, = (W P, AS., Th,).

3 Systémes de preuves de programmes

L'expression preuves de programmes est utilisée pour exprimer le
fait qu'on démontre des propriétés sur les programmes a l'aide de sys-
temes de preuves. Notre cadre se limitera aux deux types de propriétés
gue sont d'une part les propriétés d'invariance et, d'autre part, les pro-
priétés de fatalité. Une propriété d’'invariance exprime que rien de mal
ne peut arriver et sa définition sémantique ne repose que sur les tran-
sitions. Une propriété de fatalité exprime que quelque chose de souhai-
table arrivera et sa sémantique nécessite les traces d’exécution. Deux
gualités sont souhaitables pour ces deux types de propriétés: la correc-
tion de la méthode utilisée et la complétéde sémantique. Nos résultats
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antérieurs [16, 17, 18, 22] se sont fondés sur la définition et la construc-
tion de transformateurs de prédicats ad hoc, pour prendre en compte
la notion d’équité (faible ou forte). Dans le cas des systemes temporels
de preuves de propriétés de programmes, nous soulignerons le cas de
la méthode de preuve d’'UNITY dont I'axiome de substitution introduit
une inconsistance dans le raisonnement. En fait, le systéme axioma-
tique doit s'appuyer sur les transformateurs de prédicats pour étre sé-
mantiquement complet et correct. D’'une certaine mesure, le transfor-
mateur de prédicat décrit le systéme d’'une maniere synthétique. L'uti-
lisation du systéme peut alors conduire a lui ajouter d’autres regles
non nécessaires pour la complétude mais terriblement utiles pour les
preuves.

Définition 5 Invariants pour =
Invariant(m) est 'ensemble des invariants de r, i.e.:
I € Invariant(r) si, et seulementsi,

1. Thy = Init, = 1

2. Pour tout o de Act(n): Th, = (I A cond(a)) = a el

Le plus fort invariant joue un réle important dans la preuve de com-
plétude sémantique de la méthode.

Définition 6 Expression des propriétés
Soit = un programme, £ un lanage de formules, ¢, ¢ des formules de
L, a € Act(r).

L el a:m o € [Th, = (p = aey)

La proprieté {[¢]} a : 7 {[¢]} est vraie pour Th,, si a est une action
de =. Elle est appelée une propriété de transition ou d’action.

def | (NThy=p=>1
2. Ino(e, m)(1) = { (2) Pour tout o in Act(n): Th, E (I A cond(a)) = el

| est vraie a partir des états satisfaisant ¢ et aussi longtemps
gu’une action est activable. C'est une propriété d’'invariance condi-
tionnelle.



i def
.o —b Y =

(1) Inv(Inity, =)(1)

(2) Th, E(eN])= 70

Si p est vrai au cours du calcul de #, alors ¢ sera fatalement vraie.
Elle est appelée une propriété de fatalité.

EI]E,C:{

L'étude des propriétés de fatalité nous a conduits a mettre en évi-
dence les transformateurs de prédicats convenant a la notion de fatalité
dans le cas de I'équité faible ou forte. Nous rappelon les cas de I'équité
faible ou justice, pour illustrer notre propos. Il va de soi que notre fa-
talité de base est en fait appelée propriété de type ensures dans le cas
d’'UNITY et que cette notion est la clé pour obtenir la complétude sé-
mantique et la correction. Le travail fait sur les transformateurs de
prédicats est payant.

Définition 7 Fatalité basique
1. OP(G) (g, ) “ pour tout ain Act(rm): Thy = (@ A= A cond(a)) =
aetpet il existe ain Act(w): Thy E (¢ A ) = cond(a)

OP(G)(p, ) exprime le fait que toute action exécutée conduira a
un état satisfaisant ¢> et que les états ne sont pas bloqués.

2. OP(J)(p,¥) <

{ (1) Pour tout o in Act(w): Thy = (¢ A= Acond(a)) = ae (o V)
(2) I1 existe ain Act(w): Thy E (¢ A ) = a et

Au moins une action de = est activable a partir de ¢ A =%, et toute
activation a partir de ¢ A —¢> conduit a un état satisfaisant ¢ Vv .

Lopérateur OP(J) permet de montrer que la notion d'action critique
est trés importante pour assurer la convergence au niveau des proprié-
tés de fatalité et cet opérateur ressemble a l'opérateur ensures de la
logique d’'UNITY. La méthode B [1] permet de démontrer des proprié-
tés d’invariance de maniére incrémentale a I'aide d'un outil de preuve.
Un systéme est caractérisé par un ensemble d’actions mais il n'y a pas
d’hypothése d’exécution: toute action doit terminer et cet aspect est
trés difficile & démontrer au cours du raffinement.
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4 Applications

Nous appliquons les points précédents a I'affinement de programmes
et de spécifications et au développement de programmes. L'affinement
d’'un programme P en un programme Q est une transformation condui-
sant a préciser le calcul de P par un renforcement.

@: P est affiné en Q, si toute propriété de P est une propriété de Q.

Cette définition peut aussi étre considérée comme un pricnipe gé-
néral des relations de raffinements. La question a se poser est de don-
ner une description de la classe des propriétés associées a chaque pro-
gramme. Le calcul de raffinement de Back et all satisfait ce principe
mais, pour cela, les transformateurs de prédicats demeurent les outils
intermédiaires pour valider le principe.

Définition 8 Calcul de raffinement
P Coicray Q@ ZV €L :wp(P)(p) = wp(Q)(p)

Propriété 2 P C.,_,.; @ Si, et seulement si, si P est totalement correct
, alors Q est totalement correct.

Une propriété se réduit a la correction totale d'un programme. Il se
peut que le programme que I'on décrit ne termine pas et les propriétés
sont alors plus générales: il s'agit des propriétés de fatalité. La logique
temporelle est un cadre d’expression trés naturel depuis les travaux de
Pnueli [31].

Définition 9 P C,.;_;, @ si, et seulementsi, toute propriété d e fata-
lité de P est une propriété de fatalité pour Q.

s . . (1) tnvariant(P) C invariant(Q)
C
Propriéte 3 P C,,s_sq.: ) Si, etseulementsi, { (2) WP(P) = WF(Q)
Nous avons développé plusieurs études de cas montrant comment
ce type de relations pouvait étre utilisée en pratique. Le document de
notre these d'état [22] présente des études cas assez classiques comme
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I'exclusion mutuelle et les solutions centralisées ou distribuées de cette
approche. Une autre étude de cas concernant le ramasse-miettes a la
volée [23] a permis d’illustrer le modéle de développement plus géné-
ral que nous avions présenté dans [22] et la découverte de nouvelles
solutions par des choix différents de stratégies de développement nous
a conduit a une documentation formelle des solutions.

5 Conclusion et perspectives

Nos travaux ont porté sur des aspects théoriques mais ils se sont
appuyeés sur des outils [19, 24, 21, 20, 25, 26, 10, 22, 27] et des ex-
périmentations. Les outils ne sont pas des produits diffusables pour
des raisons de manque de moyens en ingénieur mais ils permettent de
montrer que notre thése sur I'affinement est inhérente a nos systémes
formels.

Les perspectives viseront a développer cette these au travers d'autres
systemes et logiques comme TLA [13, 14], UNITY [11], MTL [27], B [1],
... Les travaux concerneront & la fois les outils mais aussi les domaines
d'applications comme les services dans le cadre des réseaux intelli-
gents.
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